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4. Variaveis aleatorias especiais
4.1. Variaveis aleatorias discretas

4.1.1. Variavel aleatoria com distribuicao uniforme discreta

e X v.a.discretacom D = {xq,x5,..., X, }. Diz-se que X segue uma
distribuicao uniforme nos n pontos x; (=12,...,n) seeso6se
f (x]) =-,j=1.2,.
* Cada valor x; tem a mesma probablhdade. A funcao probabilidade €
simétrica.
n n
1 2 _ 1 2 2
EX)=p=1) %  Var(y) = Z(x, W? == ) -y

=1 j=1

E(X®) =

3| e
"M= &
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Dois casos particulares importantes:
1. D={1,2,...n} Exemplo: Resultado do lancamento de um dado perfeito

(n =6).

B0 =""0 Eoxy= " varon =

9

2. D ={0,1,2,...,m} Exemplo: Escolha aleatoria de um dos 10 digitos
(m =9).

E(X)=m/2; E(X?)=m(2m+1)/6; Var(X)=m(m+2)/12,



Instituto Superior de Economia e Gestao

4.1.2. Variavel aleatoria com distribuicao de Bernoulli

Prova de Bernoulli: Experi€ncia aleatoria em que se observa a realizagao ou
nao de determinado acontecimento A;

A realizagao de A designa-se por “sucesso” € a sua ndo realizagcdo por “insucesso’.
Define-se P(A)=0,0<0<1.
» Seja X a varidvel aleatoria que caracteriza a experiéncia descrita. Assim,

=  Se X =1, o acontecimento A ocorre — verifica-se um “‘sucesso’’;

=  Se X =0, 0 acontecimento A ndo ocorre — verifica-se um ‘“insucesso’’.

A func¢ao probabilidade de X escreve-se,

1-6 (x=0)

F(x]8)=14 (x =1)

ou, de forma mais condensada,

£(x|0)=08*(1-8)"", x=0,1 (0<8<1).
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e Se a v.a. X tem fung¢do probabilidade dada por

f(x[0)=0*1-06)"", x=0,1 0<0<1)
diz-se que X tem distribuicio de Bernoulli. Simbolicamente, X ~ B(1;0).

* Note-se que se definiu uma familia de distribui¢ées. A cada valor de 0
corresponde uma distribui¢do concreta.

» Facilmente se verifica que:

E(X)=8; E(X’)=8; Var(X)=6(1-8); o0 =,0(1-8) Y =(1-20)/0.
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4.1.3 Variavel aleatoria com distribuicao binomial

e Qual a probabilidade para que, em n provas de Bernoulli independentes, se

obtenham x sucessos (x = 0,1,...,n) seja qual for a ordem em que estes sao
obtidos?

Considere-se a probabilidade de x sucessos seguidos de n — x insucessos,

AA...A AA... A e considerem-se todas as ordens possiveis;
X n—-x

Obtém-se (Z) *(1—-6)"* (esquema binomial visto no capitulo 1)

e Exemplo 4.1 — Qual a probabilidade para, em cinco langamentos de um dado
“perfeito”, se obter duas vezes a «sena»?
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* Seav.a. X tem fungao probabilidade

fxl)=(1)e*@-6)"* x=012...,n (0<6<1).
diz-se que tem distribuicao binomial. Simbolicamente, X~B(n; ).
* Familia de distribui¢des, indexadas pelos parametros n € 6;

* A distribuicdo de Bernoulli pode obter-se da distribui¢do binomial fazendo
n=1.

e Calculo das probabilidades para distribuicoes binomiais:
e Maquina calcular ou computador

 Tabelas estatisticas
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 Tabela 1 para valores de n de 1 a 20 e para alguns valores de 8 (0.05, 0.10, 0.15,
..., 0.50). Quando O >0.50 arelacdo, X ~B(n;0) = Y=(n-X)~ B(n;1-09),

permite remeter todos os calculos para as tabelas construidas para 0 <0 <0.50.

* Exemplo 4.2 — Sabe-se que, com determinado tratamento administrado a
pacientes em condi¢des bem definidas, se alcangcam 70% de curas para certa
doenca. Se o tratamento € aplicado a 20 pacientes em tais condicoes, qual € a
probabilidade de: (a) obter 15 curas no maximo; (b) obter 12 ou mais curas; (¢)
obter um numero de curas ndo inferior a 10 nem superior a 15.



e Momentos

E(X) =n6
Var(X) = nf(1 — 0)
o =,no(1-0)

_1-26
V1 =

o
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Binomial e Bernoulli

X; (i=1,2,...,n) : v.a. associada com a i-ésima prova de Bernoulli (X; tem
distribuicao de Bernoulli com parametro ).

Se adicionalmente as varidveis aleatorias X; forem independentes, a variavel
X = )j- X; tem distribuicdo binomial de parimetros n e 8

Teorema — Sejam Y; e Y, duas varidveis aleatorias independentes. Entao,
Y1~B(Tl1; 9), Y2~B(n2, 8) =Y = Yl + Y2~B(Tl, 6),

onde n = nqy + n,.
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4.1.4. Variavel aleatoria com distribuicao de Poisson

Uma variavel aleatoria X tem distribuicdao de Poisson se e s0 se,

fx|A) =

Simbolicamente, X~Po(4).

e~ Ayx
x!

, x=012,..., (1>0).

Func¢ao de distribuicao

e~ Al
!

F(x|A) =PX <x) =X,
(se x € um inteiro)

Momentos: Média igual a variancia

E(X) =4 Var(X) = 1; 0 =VA; y; = A-1/2
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 Exemplo 4.3 — Numa fabrica de té€xteis existem numerosos teares do mesmo tipo.

Concluiu-se que o numero de teares que se avariam cada més € uma varidvel
aleatéria X~Po(A = 3).

Calcule a probabilidade para que durante um més se avariem sete ou mais teares:

Determinar a capacidade mensal minima disponivel C da oficina de reparacao, de
modo a ser pelo menos 0.9 a probabilidade de ndo haver teares aguardando reparacao.

Soma de Poisson independentes

e Teorema — Sejam X; e X, duas v.a. independentes. Entao,

X;~Po(1,), X,~Po(1,) =X =X; +X,~Po(A) onde 1 = 1; + 1,.
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Lei dos Acontecimentos raros — Binomial para Poisson.

Quando 8 = A/n — 0, mantendo-se fixo n6 = A, a binomial tende para a

Poisson,
tim (era—ey—=tm (1)) (1-7)" ="

A regra pratica para utilizar esta “lei” baseia-se no pressuposto de que se tem
um acontecimento raro € um numero “elevado” de observacoes.

Assim, nao € aconselhavel fazer a aproximagao quando:

- 01<6<09 (quando 8 = 0.9, evidentemente que o
acontecimento em causa nao € “raro”’, mas sim o seu complementar)

* n < 20 (que sdo os valores de n considerados na tabela 1).

* Exemplo 4.4 Sabendo que 8 =0.001 € a probabilidade, P, de uma pega,
produzida por certa maquina, ser defeituosa, qual a probabilidade de, num lote de
1000 pecas haver mais de uma defeituosa?

12



Instituto Superior de Economia e Gestao

Processo de Poisson e distribui¢ao de Poisson

e A distribui¢cdo de Poisson esta associada com um processo de contagem com o
mesmo nome;

e Definicdo de um processo de Poisson — Suponha-se que se procede a contagem do
numero de eventos ocorridos ao longo do tempo. Tem-se um processo de Poisson
com parametro (taxa média) A > 0 quando se verificam as seguintes condi¢oes:

= 0 numero de eventos que ocorrem em dois intervalos disjuntos sao
independentes;

= a probabilidade de ocorrer exatamente um evento em qualquer intervalo de
amplitude At arbitrariamente pequena é aproximadamente AAt;

= a probabilidade de ocorrerem dois ou mais eventos em qualquer intervalo de
amplitude At arbitrariamente pequena € aproximadamente igual a zero.
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Num processo de Poisson, os acontecimentos ocorrem a uma taxa média

de 1 por unidade de tempo. E possivel demonstrar que o nimero de
ocorréncias num intervalo de amplitude ¢ tem distribuicdo de Poisson de
parametro At

e~ (ﬂ.t)x
f(x|At) = o , x=012,... (1>0).

Exemplo: Considere que o numero de pessoas que compram, pelo menos, uma
peca de vestudrio na loja FORADEMODA segue um processo de Poisson com
taxa média de 3 por dia.  Calcule a probabilidade de 10 ou mais pessoas

adquirirem, pelo menos, uma peca de vestuario na loja FORADEMODA durante
uma semana (5 dias).



4.2. Variaveis aleatorias continuas
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4.2.1. Variavel aleatoria com distribuicao uniforme continua
e Mesmo nome (porque a ideia € a mesma) mas diferente da uniforme discreta

e A v.a. X tem distribui¢dao uniforme no intervalo (a, ), com a < [, quando a

funcdo densidade € da forma,

1

— (a<x<p),
fxla, B) = {B-a
0 (outros x).
Simbolicamente, X~U («, ).
e Funcao de distribuicao:
,
0 (x < a),
X—a

F(xla,B) = {3~ (@ <x <p),
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e Expressdo geral dos momentos em relagdo a

origem
Bk+1_ak+1
E(Xx*) = .
( ) (k+1)(B-a)
—_ 2
EX) =2E, varn =2,y =0
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Uniforme (0, 1)
Ocasoa =0, =1,istoé, X~U(0,1), € o de maior interesse
0 (x <0)
f(x)—{l (0<x<1) F(x)=< x (0<x<1)
~ (0 (outros x) 1 (x=1)
ky — _ 1 _1 _ 1 _
E(X*) = D logo E(X) = = Var(X) = = y1 =0

e Teorema — Transformacao uniformizante - resultado particularmente
importante em problemas de simulacao.

Este resultado mostra que, em certas condi¢oes, Y = Fy(X)~U(0,1) e
inversamente que se Y~U(0,1) entdo X = Fy 1(Y)~Fx(x)

Exemplo 4.5 — Suponha-se que a varidvel aleatéria X tem funcdo de
distribui¢do é Fy(x) =1 —e ™. Determinar-se a funcdo distribui¢do da
-X

varidvel aleatériaY = Fy(X) =1—e¢
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4.2.2. — Variavel aleatoria com distribuicao normal

 Os parametros da distribui¢io normal representam-se por y € g2 porque
correspondem respetivamente, como se vai ver, a média e variancia da
variavel aleatoria X.

e Av.a. X tem distribuicdo normal com parimetros u e 02 quando a fungio
densidade é da forma
flu0?) = —
’ 210’
+ 00, 0<0?<+om,

_ Y =02l — _
exp{ 202(x 7)) }, 0 < x < 00, o< u<

Simbolicamente X~N (u, 02).

x 1

. - o 2y _ _ L 02
Fungdo de distribuicao: F(x|u, %) = f_oo s EXP { = (t—u) } dt,
para o qual nao se conhece solucao analitica
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0.6 -
0.5 -
=5 1=10 u=15
0.4 -
0.3 -

0.2 -

0.1 -

0.0 T ' T '
0 5 10 15 20

Fig— Fun¢oes densidade da distribui¢io normal com a mesma variincia (0 *=1)
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0 S 10 15 20

Fig. — Funcoes densidade da distribui¢ao normal com a mesma média (1 = 10)
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Distribuicao normal estandardizada - caso particular, com u =0 e

g2 =1
e funcdo densidade d(2) = \/%_n e—2%/2
 funcdo de distribui¢do d(z) = \/% [ et /2d¢

Facilmente se passa de uma normal (u, 0%) para uma normal (0,1) j4 que,
se X~N(u,c?), a varidvel estandardizada,

X—u
o

7 =

~N(0,1)
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Propriedades da distribuicao normal
e A func¢io densidade normal € simétrica em relacdo p,
flu—x)=f(pu+x)

Em particular, tratando-se da distribui¢ao normal estandardizada,
o(x) =¢d(—x), DPx)=1-—P(—x) importante

Momentos

e E(X)=u, Var(X) = o°.

* Os momentos centrais de ordem impar sao todos nulos (simetria)

o : , (2r)la?"
e aexpressao dos momentos centrais de ordem par € U,, =
r 277!

r=12,-
e Logoy; =0, u, = 30* e portanto y, = 3

9
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 E habitual classificar as distribui¢coes simétricas comparando-as com a normal:
» Distribuicoes leptokurtica (Y ,> 3) — caudas mais “espessas’” (com zona

central mais “pontiaguda’) que a distribui¢do normal.

» Distribui¢des platikurtica (Y , < 3)— caudas mais “finas” (com zona central

mais “achatada’) que a distribui¢ao normal.

= Distribui¢ao mesokurtica (Y ,=3)
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Tabelas da distribui¢ao normal estandardizada (padronizada):

A tabela 4 refere-se a funcdo ®(z)

A tabela 5 diz respeito a funcdo inversa @' (z), permitindo determinar, para

certos valores de ®P(z), a respectiva abcissa z.

Exemplo:
e X~N(0,1) Calcular P(X < 2.53),P(X < —2.45),P(—1 <X <2.03)
e X~N(1,4) Calcular P(X < 2.53),P(X < —2.45),P(—1<X < 2.03)
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Exemplo 4.6 — A resisténcia a compressdao de amostras de cimento de um certo
tipo/€ uma variavel aleatoria que pode ser modelada por uma distribui¢ao normal
com média 6000 kg/cm? e desvio padrdo 100 kg/cm?.
Calcule

a) a probabilidade para que uma amostra de cimento tenha resisténcia superior

a 6150 kg/cm?.

b) a probabilidade de que uma amostra de cimento tenha resisténcia entre 5900
kg/cm?e 5950 kg/cm?.

c) aresisténcia R que € excedida por 90% das amostras de cimento.
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Teorema — Aditividade da normal
e Se as varidveis aleatorias X;, i = 1,2,..., k, sdo independentes entao,

onde,
_ vk 2 _ vk 2.2
Hy = Lj=1Ailj € Oy = =1 X;O0; .
Corolario 1 — Se as varidveis aleatérias X;, i = 1,2,..., k, sdo

independentes e identicamente distribuidas entao
X;~N(,0%) =Y =X, X;~N(kp, ka?)

Corolario 2 — Se as varidveis aleatérias X;, i = 1,2,..., k, sdo
independentes e identicamente distribuidas

— 1 2
X;i~N(u,0%) = X = EZleXle (u,%).
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4.2.3. — Variavel aleatoria com distribuicao exponencial

e Diz-se que a v.a. X tem distribui¢do exponencial de parametro A quando a sua
funcdo densidade € da forma,

0, x<0,
f(x|4) = {Ae‘Ax, x > 0.

Simbolicamente, X ~Ex(A).

0 (x <0),
1—e™™ (x>0),

Funcdo de distribuicdo: F(x) = {

E(X) = % Var(X) = ;%z CV=1,y,=2 y,=09.

Moda: Nao existe (a fun¢ao densidade € decrescente com x € 0 dominio €

aberto).

Mediana: pu, = In(2)/ A. Note-se que p, < U
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Duas propriedades:

o “Falta de memoria”: X~Ex(A1) = P(X > x + h|X > x) = P(X > h).
e Xi,X,,..., X, v.a. independentes entdo, X;~Ex(4) = Y = minX;~Ex(kA).
l

Exemplo 4.7 Suponha que o tempo de vida util de um dado componente € uma v.a. X com
distribui¢ao exponencial com média igual a 600 horas.

e Qual € a probabilidade de o componente durar mais de 700 horas?

e Sabendo que o componente ja durou mais de 400 horas, qual é a probabilidade de
durar pelo menos ainda mais 700 horas?

* Num conjunto de 10 componentes a funcionar de forma independente, todos com
tempo de vida util com a mesma distribui¢ao de X, qual a probabilidade da menor vida
util ser inferior a 100 horas?
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e Propriedade: Se uma sucessao de eventos constitui um processo de Poisson de

intensidade A e se se inicia a contagem no instante 0, o tempo de espera pela
chegada da primeira ocorréncia € uma variavel aleatoria, com distribui¢ao
exponencial de parametro A.

Exemplo 4.8 — A chegada de clientes a uma loja segue um processo de Poisson
em que o ritmo médio de afluéncia é de 20 clientes por hora. Apds abrir a loja,
qual é a probabilidade de o comerciante ter de esperar mais de 5 minutos pela
chegada do primeiro cliente?
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4.2.4- Variaveis aleatorias com distribuicao gama e distribuicao do

qui-quadrado

e Uma variavel aleatoria X com funcado densidade dada por,

ae—lx a—1

X
r'a)

flxla, 1) =2

diz-se ter distribuicdo gama de parametros a e A. Simbolicamente, X~G (a, A).

, x>0, a>0,4>0,

 Funcao gama ou fatorial generalizado:

+ 00

I'(a) = j e *x* ldx (a > 0)
0
Propriedades:

e I'a)=(a—Dl(a—1), a>1.
 Seninteiro,I'(n) = (n—1)!

e« T()=1ce '(1/2)=+T
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Casos Particulares:

 Quando a = 1, temos a distribui¢ao exponencial.

e Sea=n/2eld=1/2 temos a dist. Qui-quadrado, i.e. y*>(n) =G (g, %)
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Momentos
+1)...(a+k—1)
. E(Xk) =2 >A§“
a 1 2 6
EX)=p=7, Var(X) =0? =3, CV=—,nn=7 12=3+

Parametros de ordem
* Moda: a distribui¢do gama ndo tem moda quando a@ < 1. Quando a > 1,

moda(X) = u, = (a —1)/A.

e Mediana: existe sempre, embora nao se consiga explicitar analiticamente a sua
expressao.

* Quando existem as trés medidas de localizacao (a > 1), verifica-se a seguinte
relacdo: u, < e < U.
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Aditividade da gama (obriga a independéncia e ao mesmo parametro A)

 Sejam X; e X, duas varidveis aleatorias independentes. Entao,
X1~G(C¥1;A), X2~G(a2,)l) = X :Xl +X2~G(C¥,/1), a=aq +a2.

» Este resultado pode ser generalizado para k v.a. independentes

e A distribuicdo gama com a = n inteiro pode ser interpretada como a soma de a
exponenciais independentes e portanto, em termos do processo de Poisson
podemos interpretar a Gama como o tempo de espera a distribui¢cao do tempo de
espera pelo n -ésimo evento.

Calculo de probabilidades

 Nao existe, em geral, solugdo analitica do integral correspondente a fungdo de
distribui¢cdo logo recorre-se ao computador

e A distribuicdo gama ndo se encontra tabelada. Para alguns casos particulares
recorre-se a distribui¢cdo do qui-quadrado
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Distribuicao do qui-quadrado
Diz-se que a v.a. X tem distribuicdo do qui-quadrado com n graus de
liberdade (n inteiro positivo), simbolicamente X~y?(n), quando a
respetiva funcao densidade € da forma,

e~ X/2,m/2-1

f(x|n) = e >0,n>0

0.20 -

A distribui¢do do qui-quadrado € uma M

distribuicdo gamacom a = n/2 e
A=1/2,
n 1

XN)(Z(TI) < X~G (E’E) 0'051

0.10 -
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Resultado importante

X~G(m; 1) © Y = 2AX~x?(2n)

Como calcular probabilidades?
o Madquina de calcular ou computador

o Tabelas:

X~ x?(n) A tabela permite encontrar o valor x . tal que, P(X > x5 .) = ¢,
para alguns valores de € e de n.

Para valores que nao estdao contemplados na tabela 6 e n > 100, pode
utilizar-se

X~x2(n) 2V2X —V2n—1 < N(0,1)
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e Exemplo 4.8 Seja X~G(2; 0.008). Calcular P(X > 500)

Momentos

E(X) =n, Var(X) = 2n, CV=\/%, y1=\/§, y2=3+1n—2,

Aditividade da qui-quadrado (obriga a independéncia)

X, e X, duas v.a. independentes. Entao,
Xi~x?(ny), Xo~x’(np) = X = Xy + Xo~x*(n), n = ny +n,.

e Pode generalizar-se par k v.a. independentes
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Relacao entre a normal e a qui-quadrado
= Caso 1: X~N(0,1) > Y = X?~x?(1).

» Caso2: X;~N(0,1) = Z?=1Xl-2 ~x*(n) seX;, i =1,2,...,n,
independentes.
Xi—

—”)2 ~x?(n)

gi

= Caso 3: X;~N(u;,62) > ¥, (

se X;, i =1,2,...,n, independentes.
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4.3. Teorema do limite central

e OT.L.C é um dos resultados mais importantes da teoria da probabilidade.

Teorema [Teorema do limite central (Lindberg-Levy)] — Dada a sucessao de

2

variaveis aleatorias iid, X¢, X5, ..., X,, ..., com média u e variancia o, entdo, quando

n — +o00o, a fungao de distribui¢do da varidvel aleatoria,
Z — ?:1 Xl_nnu'
n oyn

tende para uma funcao de distribuicao N(0,1), ou seja, a distribui¢ao assintética de Z,
¢ a N(0,1). Simbolicamente, Z, ~ N(0,1).
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Interpretacao pratica do TLC

A conclusdo do teorema anterior pode exprimir-se na forma
alternativa,

Z?:l Xl_nl"l

JVno

. lim P(Z,<x)= lim P(

n-+oo n—+oo

< x) = @ (x), ou

se n “grande’:

Y1 Xi—
e P(Z,<x)= P( 1/%0 < x) ~ @(x) (n grande).

Basta exigir a existéncia de u e o2. Distribuicio de X; pode ser
discreta ou continua.
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» Distribui¢des simétricas € unimodais tornam a convergéncia mais rapida e

O que € n grande? Depende... da distribuicao de X;.

melhoram a aproximacao;

e Aconselhavel no minimo n = 30, salvo nalguns casos muito especiais (c/
aplicacdo pratica). Para certas distribuicoes ter-se-ao de observar valores de n
muito mais elevados.

e Alguns cuidados quando a distribuicdo de X € discreta: Correcdo de

continuidade.
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Exemplo 4.9 — A procura diaria a satisfazer (unidade: 100 Kg) € uma v.a. X com
média 40 e variancia 25. Sendo a produ¢ao anual planeada € de 11500, calcular a
probabilidade de haver procura anual excedentaria (ano: 289 dias uteis).

Exemplo 4.10 — Do exemplo anterior pretende determinar-se a producao Q que deve
ser planeada de modo a cobrir a procura anual com probabilidade 0.99.
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T. Limite Central: Aplicacao a aproximacoes para distribuicoes
discretas
Corolario (T. de De Moivre-Laplace) — Dada a sucessao de variaveis

aleatorias iid, X4, X5, ..., X;,, ..., com distribui¢ao de Bernoulli de média
E(X;) = 6 e, portanto, Var(X;) = 0(1 — 0), tem-se,

n

e~ N,
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C—Binomial Normal

035

R (0
AT

0.05 [ / N\

0.00

-0.05

Fig. — Aproximagao da binomial pela normal: n = 10, 8 = 0.25.
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——Binomial Normal
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Fig.— Aproximac¢ao da binomial pela normal: n = 25, 6 = 0.25.
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—Binomial

Normal
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Fig. — Aproximagao da binomial pela normal: n = 100, 6 = 0.25.
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Nota: X = )i X; ~B(n; 0). Quando n é grande, utilizar o corolario. Mas...
com Correcao de Continuidade.

X~B(n;0) (n grande) ,P(a <X <b) =7, aebinteiros, 0 <a<b < n.

* Resposta exata: Pla<X<b)= Zng:a (;l) 6*(1— )=

. b-né a—né
* Resposta aproximada: P(a < X < b) = @ (\/ﬁ) - (—\/m)’

X—no a N(O,l),

N TG

Correccao de continuidade

p <x<bp @ b+%—n0 @ a—%—n@
(a<X=<b)= J/ne(1-9)) n6(1-9) |

A correcao de continuidade aplica-se sempre quando se aproxima uma
distribuicao discreta por uma distribuicao continua.
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Calculo de probabilidades com a binomial (regra pratica):
* Sempre que possivel utilizar diretamente a distribui¢cdao binomial.

* Quando necessario o calculo aproximado das probabilidades deve
atender aos seguintes casos:

o Se0.1<6<0.9— (ounf = 5) aproximar pela normal,
utilizando a correc¢ao de continuidade.

o Se 8 < 0.1 — aproximar pela Poisson.

o Se 6 = 0.9— aproximar pela Poisson, considerando o
respectivo acontecimento complementar.

Exemplo 4.11 — Seja X~B(200; 0.5). Calcular P(95 < X < 105)
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Corolario — Se X € uma varidvel com distribui¢ao de Poisson, X~Po(4),
entao,
. X-A
lim P (W < x) = P(x).

A—>+00

Efectuar a correccao de continuidade.

Exemplo 4.12 — Suponha-se que X~Po(20). Calcular P(16 < X < 22)



